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Il candidato risolva al piu cinque dei seguenti problemi.
(Si prega di elencare gli esercizi prescelti nella prima pagina della bella copia)
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Sia (f,) una successione limitata in L?([0,1]) e sia f € L?([0,1]). Si
considerino le seguenti funzioni definite su [0, 1]:

ﬂwzlﬁwmu F@=AU@#

Dimostrare che:

a) per ogni n la funzione F,, & holderiana di esponente 1/2;
b) se f, — f debolmente in L?([0,1]), allora F,, — F uniformemente;
¢) se F,, — F puntualmente, allora f, — f debolmente in L%([0,1]).

Sia f : R — R una funzione di classe C'*°, periodica di periodo 27. Di-
mostrare che per ogni k € N esiste una costante Cy > 0 tale che

" C
‘ (z) sin(nz) dz| < n_l’: per ogni n € N.
-

Sia U un insieme aperto di RY. Sia (f,) una successione di funzioni in
C>(U). Si supponga che per ogni k € NU {0} esiste una costante C}, > 0
tale che

sup |D* f,(z)| < C) per ogni n.

zeU

Dimostrare che esiste f € C'°°(U) e una sottosuccessione (fy;) tali che per
ogni insieme compatto K C U e per ogni k € NU {0} si ha

D*¥ fn; — D*f uniformemente in K.

Dimostrare che non esiste alcuna funzione analitica f : R — R tale che

1 (=™ .
f <—> =" per ogni n € N.



5)

10)

Sia f : R x R — R una funzione di classe C* con le seguenti propriet:

o z — f(t,z) € strettamente crescente per ogni t;
e f(t+1,z) = f(t,x) per ogni t, .

Dimostrare che ’equazione

&(t) = f(t,z(t))

ammette al pill una soluzione periodica di periodo 1.

Dimostrare che ogni successione monotona limitata in L2([0,1]) converge
fortemente.

Per ogni a € [0,1] si consideri il seguente sistema 2 x 2 di equazioni
differenziali del primo ordine nella funzione incognita (z(t),y(t)):

()= (0 ) G)roa (7 ) (0)-(2))

a) Per ogni a € [0, 1] determinare se 'origine ¢ stabile, asintoticamente
stabile oppure instabile.

b) Dimostrare che per ogni a € [0,1] lorigine non & globalmente asin-
toticamente stabile.

Sia f € L?([-1,1]). Per ognuna delle seguenti proprieta stabilire se implica
o meno che f =0 quasi ovunque, giustificando la risposta:

1
a) / " f(xz)dx = 0 per ogni n € NU {0};

—1

1
b) / 2" f(z) dz = 0 per ogni n € NU {0}.

—1

Provare che, per a € [0, 1], tutte le soluzioni dell’equazione differenziale
Z(t) + z(t) — sin(ax(t)) =0,

sono periodiche.

Trovare tutte le soluzioni del seguente sistema e il loro dominio di defini-
zione:

z(t) = 24/x(t), t>0,

() = 2()(y() +1)*, >0,

z(0) =0, y(0)=0



